Пример № 11. Сингулярное уравнение
1. Постановка задачи

Даны уравнение состояние                                                           
                                                              [image: image1.wmf]2
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критерий оптимальности
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где z - известная функция.
Задача 1. Минимизировать функционал I в пространстве функций 
[image: image3.wmf]2
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2. Сингулярность уравнения

Определим [image: image4.wmf]0.
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Уравнение запишем в виде
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После интегрирования
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Общее решение
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Учитывая начальное условие, находим 
[image: image8.wmf]1/2.
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 Тогда решение уравнения состояния при 
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Очевидно, 
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 при [image: image12.wmf]1/2
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Вывод. Для некоторых управлений задача (1) не имеет решения на интервале времени [image: image13.wmf](0,1).


3. Корректировка постановки задачи.
Покажем, что для некоторых допустимых управлений задача (1) имеет смысл.

Полагаем 
[image: image14.wmf]()4.
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 Тогда согласно (1) имеем 
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Отсюда следует, что в начальный момент времени система находится в равновесии, а значит, имеет смысл на всем интервале времени.
Вывод. На некоторых управлениях система имеет смысл на всем интервале времени. 
Естественно, существует бесконечное множество управлений, для которых задача имеет смысл.
Определение. Допустимой парой для системы (1) назовем такую пару функций [image: image16.wmf](,)
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, что справедливо соотношение (1) для всех [image: image17.wmf](0,1).

t

Î


Задача 2. Минимизировать функционал I на множестве V допустимых пар системы (1). 

Смысл. Уравнения состояния разрешимы не всегда. Минимум функционала ищется там, где система имеет смысл.

Согласно сделанному выше замечанию множество V не пусто, а значит, задача 2 не тривиальна.
4. Разрешимость задачи 2.

Теорема 1. Задача 2 имеет решение. 
Доказательство. Функционал I ограничен снизу, а значит, существует его нижняя грань на множестве V. Тогда существует такая последовательность [image: image18.wmf]{(,)}
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 из множества V, что имеет место сходимость 
                                                             [image: image19.wmf](,)inf().

kk

IuvIV

®

                                                        (2)
Из включения 
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Предположим, что последовательность [image: image23.wmf]{(,)}
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 не ограничена в пространстве 
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По определению справедливо равенство
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Если выполнено хотя бы одно из условий (4), то получим, что [image: image27.wmf](,),
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 что противоречит условию (2). Таким образом, последовательности [image: image28.wmf]{}
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Учитывая выпуклость множества U, из (6) и включения [image: image40.wmf]k
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 получим, что [image: image41.wmf].
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 Из первого равенства (2) получаем оценку
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Таким образом, последовательность 
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 а значит, 
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Известно, что при 
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 Тогда из условий (8) и (9) следует, что 
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Умножая первое равенство (3) на произвольную функцию 
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 интегрируя по интервалу [image: image63.wmf](0,1)

 и переходя к пределу, заключаем, что функция х удовлетворяет равенству
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Кроме того, из 
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 Таким образом, пара 
[image: image69.wmf](,)

ux

  удовлетворяет системе (1), а значит, принадлежит множеству V.
Учитывая выпуклость и непрерывность нормы в степени больше 1, из условий (6) и (7) получим, что 
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Тогда из (5) следует, что

[image: image71.wmf](,)lim(,),

kk

IuxIux

£


а в силу (2) получаем
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Учитывая включение 
[image: image73.wmf](,),
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 приходим к равенству
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Таким образом, нашлась такая пара 
[image: image75.wmf](,),
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 на которой достигается нижняя грань функционала I на множестве V. Теорема доказана.
5. Метод штрафа

Для решения задачи нельзя применять стандартный вариационный метод, поскольку не ясно, как нужно варьировать управление, чтобы не выйти за пределы множества допустимых пар. Для решения задачи воспользуемся методом штрафа. Рассматривается функционал

[image: image76.wmf](

)

(

)

11

2

4

22

00

111

,

422

Ixzudtxxudt

e

e

æö

=-++--

ç÷

èø

òò

&


где 
[image: image77.wmf]0.
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Задача 3. Минимизировать  функционал 
[image: image78.wmf]I
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 на множестве пар 
[image: image79.wmf](,)

ux

 из пространства 
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Несложно показать, что эта задача имеет некоторое решение 
[image: image82.wmf](,)
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Установим сходимость метода штрафа.

Теорема 2. Имеет место сходимость 
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 есть решение задачи 2.

При доказательстве будет использоваться следующее утверждение:

Справедливо следующее утверждение (Гаевский, с. 20-21).

Лемма. Если имеет место сходимость 
[image: image88.wmf]k
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 слабо в рефлексивно банаховом пространстве Y, то справедливо неравенство 
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 Если, кроме того, выполняется сходимость  
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Доказательство теоремы 2. Справедлива оценка
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Из определения функционала 
[image: image93.wmf]I
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 следуют оценки
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где положительная константа с не зависит от (. Согласно (13) существует такая последовательность 
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Из равенства (14) следует оценка
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После выделения подпоследовательности установим сходимость
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Пользуясь описанной ранее методикой, установим сходимость
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Тогда в результате перехода к пределу установим, что получаемая согласно (17), (18) пара 
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 принадлежит множеству V.

Имея (17), (18) и пользуясь определением функционала I, получаем
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Из определения функционала 
[image: image110.wmf]I

e

 следует неравенство
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Из соотношений (11), (21), (22) получаем
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Учитывая включение 
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Для этого решения (возможно, не единственного) и будем использовать обозначение 
[image: image116.wmf](,).
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 Исходя из определения функционала I, имеем сходимость

                                  
[image: image117.wmf]4242

4242

(0,1)(0,1)(0,1)(0,1)

11

22

LLLL

xzuxzu

ee

-+®-+

.                            (23)         

Из условий (17), (18) в силу леммы следуют неравенства
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С другой стороны, в силу (23) последовательности [image: image119.wmf]{
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  ограничены, а значит, после выделения подпоследовательностей имеем сходимость
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Согласно (24), (25) справедливы неравенства
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Предположим, что хотя бы в одном из этих условии реализуется строгое неравенство. Тогда согласно (23)
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Однако в силу (25) левая часть последнего неравенства равна 
[image: image125.wmf]/2
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Пользуясь леммой, приходим к условиям 
[image: image128.wmf]uu
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Поручим необходимые условия оптимальности для задачи 2.
Теорема 3. Решение 
[image: image132.wmf](,)
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 задачи 2 удовлетворяет системе:

                                                     
[image: image133.wmf]3

2(), (1)0,

uxuxu

eeeee

-+=

                                               (26)

                                                 
[image: image134.wmf]2

(), (0)2.

xxuux

eeeee

e

--=-=

&

                                           (27)

Доказательство. Необходимым условием экстремума в точке w функционала J на пространстве W является условие стационарности, представляющее собой равенство нулю его производной в этой точке 
[image: image135.wmf]()0.
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 В нашем случае имеется функционал 
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 двух переменных. Поэтому условие стационарности в точке 
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 есть равенство нулю его обеих частных производных в этой точке:
                                                     
[image: image138.wmf](,)0, (,)0.

uu

IuxIux

eeeeee

==

                                              (28)
Производная Гато функционала J в точке w определяется из соотношения
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Найдем частную производную функционала 
[image: image140.wmf]I
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 по первому аргументу. Имеем
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Отсюда следует
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где 
  
[image: image143.wmf](

)

2

1

()

pxxu

eeee

e

=---

&

                                                   

Из последнего равенства получаем
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Из первого равенства (28) находим значение частной производной
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Тогда из первого равенства (28) следует, что

                                                                       
[image: image146.wmf].
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Тогда соотношение (30) принимает вид уравнения (27). Начальное условие для него будем требовать таким же, что и в исходной задаче.
Аналогично определяем

[image: image147.wmf](
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Таким образом, учитывая (27) получаем
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В результате интегрирования по частям получаем
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Нам требуется, чтобы результат приращения 
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 в начальный момент времени принимал то же значение, что и функция 
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, поскольку значение состояния при 
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 фиксировано. Это возможно исключительно при 
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 В результате получаем равенство
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Обращая в нуль правую часть полученного выражения в силу второго равенства (28) и учитывая условие (31), приходим к задаче (26). Теорема доказана.

Итак, решение задачи 2 определяется из системы (26), (27). Ее решение при достаточно малых значениях ( может быть выбрано за приближенное решение задачи 1 согласно теореме 2.
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